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Von den greodätischen Linien abwickelbarer Flächen sind 
die gewöhnlichen Schraubenlinien als Geodätische des Kreis- 
zylinders am eingehendsten behandelt worden. Über die Geo- 
dätischen auf einem Kreiskegel gibt es eine zusammenfassende 
Arbeit von E. Czuber im Archiv der Math. u. Phys., T. 69, 
Leipzig 1883 „Die geodätische Linie auf der Kreiskegelfläche“. 
Die folgenden Untersuchungen können als Ergänzung dieser 
Arbeit aufgefaßt werden, doch wollen wir uns nicht auf den 
Kreiskegel beschränken. Auch betrachtet Czuber bloß den 
einen Teil der Mantelfläche, welcher durch einen von der 
Spitze ausgehenden Halbstrahl erzeugt wird, so daß für ihn 
z. B. zwischen zwei beliebigen Punkten des Kegels stets nur 
eine beschränkte Anzahl von Geodätischen existiert. Unsere 
Resultate werden in dieser Hinsicht von den seinigen abweichen. 

Wir legen unsern Untersuchungen ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem zugrunde, dessen Anfangspunkt mit der 
Spitze des Kegels, und dessen x-Axe mit einer Erzeugenden 
zusammenfällt.e Die Gleichungen des Kegels, von denen wir 
ausgehen, sind: 

X = 1120080, 
Aa yon eosß, 
zZ =U:C08Y. 


Hier bedeuten cosa, cosf, cosy die Richtungskosinus der 
Erzeugenden; sie sind als Funktionen von v anzusehen. Die 
Veränderliche v hat die Bedeutung der Bogenlänge der Kurve 
u=]1l, wenn 


ee 


BR 


ist. u=1 ist die Gleichung der sphärischen Indikatrix der 
Erzeugenden; sie wird von der um die Spitze des Kegels 
beschriebenen Einheitskugel aus dem Kegel ausgeschnitten. 
Die konzentrischen Kugeln liefern als Schnittlinien die übrigen 
Kurven u=const; ihre orthogonaten Trajektorien sind die 
Erzeugenden v = const. | 

Denken wir uns den Kegel mit der Spitze nach oben 
gerichtet und projizieren die Indikatrix, die — wie stets, 
wenn es nicht anders bemerkt ist — eine geschlossene sin- 
gularitätenfreie Kurve sei, auf eine Horizontalebene, so mag 
die Variable v in derjenigen Richtung wachsen, welche der 
Uhrzeigerrichtung entgegengesetzt ist; diese Richtung sei 
daher die positive. 

Als erste Erzeugende gelte diejenige, welche mit der 
x-Axe zusammenfällt, ihre Gleichung ist v=o. Die Lage 
irgendeiner andern Erzeugenden bestimmen wir dann durch 
den Winkel v, welchen sie bei der Abwickelung des Kegel- 
mantels auf eine Ebene mit jener Erzeugenden bildet oder im 
natürlichen Winkelmaß durch die Bogenlänge der Indikatrix. 


ST 
Integration der Gleichung der Geodätischen. 


Fassen wir v als Funktion von u auf, so lautet die 
Differentialgleichung der Geodätischen: 
m4p. de 100 amdy Ar ae 
| dus. 2:00 : Orıda 0v 2 0u/ \du du? 
| ed lenken... ı d’v 
rem Tan Tann al To 


wo E, F, G die Fundamentalgrößen 1. Ordnung bedeuten. 
Für den Kegel wird: 


—=(, 


was ja stets gilt, wenn geodätische Polarkoordinaten vorliegen. 


Ferner ist 
Bee ERONGEN deosa 


denn es ist 
2 0c0s°’a=]l. 


F mußte verschwinden, da die Koordinatenkurven aufeinander 
senkrecht stehen. Wegen 


dcos a) es 3 c_ 2) na 
| dv 7 dv se win 
folgt endlich 


en (3) = 9 (u cese) — Ur 
OV 


und unsere Differentialgleichung lautet: 


„dv dv IV 


Ve auntr" du? 


Er Leer) or — 
u — u al 


uus du 


oder 


Setzt man hier n =D, s0.Iolet & ) —[ 


d du \p? 
= - du 


, 


en SS CE 
nee 
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Zur Integration ist mit e 
sung erhält man: 


zu multiplizieren. Als Lö- 


u 


oder, wenn man statt der Konstanten k noch c—+ 7 schreibt: 


’ 


C 
Um: 
cos (C— V) 


(2) 
Wir kommen zu demselben Resultate, wenn wir mit Gauß 
(Disquisitiones.... SS 18£f, Werke IV S. 242ff) den Neigungs- 


winkel i der geodätischen Kurven gegen die Linien v = const 
einführen. Dann folgt als Differentialgleichung: 


u 


a dl. 
vs % yE Mu 
die auch aus dem Ausdruck für die Tangentialkrimmung 
(v. Lilienthal, Math. Enz. III D 3 Nr. 12) könnte hergeleitet 


werden. Zunächst ergibt vorstehende Gleichung: 


das heißt: Der Winkel, welchen die geodätische Linie eines 
Kegels mit der Erzeugenden bildet, vermehrt um den zuge- 
hörigen Bogen der Indikatrix ist längs einer Geodätischen 
eine unveränderliche Größe. 


Setzt man weiter zur Abkürzung - — 1. sono 


(Bianchi, „Vorlesungen über Differentialgeometrie“, deutsch 
von Lukat, Leipzig 1896/99 S. 64f£.): 


. 2 YVEG—P dv u 
sin i= — — — 
vE ds" ya Fe 
ee 
Yu? 
A 
CE de de 


Andrerseits ist 

dlgesin(k—v) 
TE 
woraus sich durch Gleichsetzung und Integration wieder 


cotg 1 —= cotg (k—v) = 


[4 


ERS 
cos (C—V) 


ergibt. 

Auf einem dritten Wege endlich erhalten wir unsere 
Gleichung, wenn wir beachten, daß der Kegel zu den Liou- 
villeschen Flächen gehört. Setzen wir in 

b) 
+ av) 


u 


ds? = du? 4 u?dv? = u? | 


| f* A 
ae u, 
u 


so erhalten wir in 
ds? — e’ü (du? + dv?) 
die Form 
ds —=(U-+V)- (du? + dv?), 


auf welche sich das Linienelement jeder Liouvilleschen Fläche 
bringen läßt. U und V bedeuten Funktionen von u bzw. v. 
Der Liouvillesche Satz (Scheffers „Anwendung der Diffe- 
rential- und Integralrechnung auf Geometrie, Leipzig 1901/02 
II S. 424) ergibt dann sofort die >? geodätischen Kurven 
der Fläche in der Gleichung 


du dv 


eu —a ya 


Die Integration dieser Gleichung führt, wenn wir € = ya 
und — ec = b- ya statt der Konstanten a und b einführen, 
wieder zu unserem obigen Resultate. 


DB C 


\ 


Durch Abwickelung des Kegelmantels auf eine Ebene 
läßt sich die Gleichung der Geodätischen CE auch leicht 
geometrisch beweisen, denn aus vorstehender Figur folgt 
ohne weiteres: 


N. 


C 


sin (E—v+e) ae 


en 
82. 
Über den Verlauf der Geodätischen auf dem Kegel. 


Fassen wir jetzt eine bestimmte Geodätische 


‚ 


u Me 
*./e608. (eV) 
ins Auge und betrachten sie in dem Intervalle 


IT IT 
ne < Er 
so erhält u offenbar seinen kleinsten Wert für c— v==0, oder, 
da nah $S1k— v=i oder e—v=i— 5 ist, für 


ee 
zaot 


In dem Punkte, in welchem die Geodätische ihren kürzesten 
Abstand von der Kegelspitze besitzt, schneidet sie also die 
durch diesen Punkt gehende Erzeugende senkrecht. Wir be- 
zeichnen diesen Punkt als Scheitel der Geodätischen. Da 
für c—v=o u=e wird, bedeutet e€ geometrisch den 
kürzesten Abstand der Geodätischen von der Kegelspitze. 
Das Minimum von u entspricht dem Werte c—_ v=o,d.h 
c bedeutet diejenige Bogenlänge v,, zu welcher die den 
kürzesten Abstand enthaltende Erzeugende gehört. 


Für v=c-+toa ergeben sich gleiche Werte von u. Der 
Scheitel teilt also die Geodätische in zwei (bei einem Kreiskegel 


symmetrische) Teile, welche sich, da Winkel i=c — v a 
ist, derart ins Unendliche erstrecken, daß sich der eine der 


& 7 a 
Erzeugenden, für welche v=c-+ 5 der andere derjenigen, 


für welche v— =, ist, asymptotisch nähert. 


Durch Vorgabe bestimmter Werte für c und c’ ist die 
Geodätische natürlich vollständig bestimmt. Nehmen wir, um 


ER T nn 


den vollständigen Verlauf einer Geodätischen zu untersuchen, 
C=0, so kommt 


’ 


C 
 E— 
COS V 


Ferner sei © > o. Dann liegt der Scheitel der betrachteten 
Geodätischen auf der Erzeugenden v= 0 im Abstande ce’ von 
der Kegelspitze. Von hier aus verläuft die Geodätische auf 
der einen Seite der Erzeugenden v=0 bis zur Erzeugenden 


= = auf der anderen Seite der Erzeugenden vo bis 
zur Erzeugenden v=— er Dem Intervall 5 za = ent- 


spricht ein auf dem negativen Kegclteil gelegener Zweig, bei 
dem das Minimum des Abstandes von der Kegelspitze für 
vn stattfindet. In dieser Weise verläuft die Geodätische 
abwechselnd auf der positiven oder negativen Kegelhälfte in 
Zweigen, die jedesmal zu Bogenlängen von der Größe x auf 
der Indikatrix gehören. Entsprechendes gilt, wenn die 


Variable v kleiner als =; wird. Minima von u, die absolut 


genommen stets gleich ce’ sind, gehören also auf dem positiven 
Kegelteil zu den Werten v=2nz, auf dem negativen zu 
den Werten v = (2n—1)r; dabei bedeutet n irgendeine 
positive oder negative ganze Zahl. 

Die Anzahl der Zweige einer Geodätischen ist nun nicht 
etwa stets unbegrenzt. Wir bezeichnen die Länge der Indi- 
katrix mit o. Ist dann z.B. o=2n, so fällt offenbar der 
dritte Zweig mit dem ersten zusammen, so daß nur zwei 
verschiedene Zweige existieren. Dasselbe gilt fürro—= nr 
27 27 
TR 4 re 


2r ist, zwei Zweige. Ist o = Sm so fällt offenbar erst der 


, 


‚ und es gibt also, wenn o ein aliquoter Teil von 


fünfte Zweig mit dem ersten zusammen, und dies wird stets 
der Fall sein, wenn o ein aliquoter Teil von 4x, nicht aber 
von 2r ist. Allgemein können wir sagen: Ist o ein aliquoter 


Rh 


Teil von 2nr und 2nz das kleinste derartige Vielfache von z, 
so ist die Anzahl der Zweige, aus welchen jede Geodätische 
besteht, gleich 2n. Ist o eine rationale Zahl, so ist also 
jede Geodätische aus unendlich vielen Zweigen zusammen- 
gesetzt. 
Zur Entscheidung der Frage, wieviel Doppelpunkte die 
Geodätische hat, unterscheiden wir drei Fälle: | 
1. Ist o<r, so sei p eine positive Zahl von der Art, daß 
pe ,= pP 10 
2=S2° 92 
ist. Dann liegen auf jedem Zweige p Doppelpunkte oder jeder 
Zweig durchsetzt sich selbst p mal und zwar in den Punkten, 
für welche v=v,-+ 2 (n=1,2,....p) wird. In dem Grenz- 


Talle = -=5 rückt ein Doppelpunkt ins Unendliche und könnte 


dann auch als Spitze bezeichnet werden, da nur eine Tangente, 


nämlich die Erzeugende v=\v, + als Asymptote existiert. 
Dadurch, daß die einzelnen Zweige sich gegenseitig durch- 
setzen, kommen natürlich weitere, event. unendlich viele 
Doppelpunkte hinzu. 

2. Ist o=n, so besteht jede Geodätische aus zwei 


Zweigen. Doppelpunkte (Spitzen) existieren auf der Er- 


zeugenden mit der Gleichung v=v, I in den Punkten mit 


den Koordinaten u=- x» und u= — oo. 

3. Ist o>r, so kann kein Zweig sich selbst, durchsetzen. 
Trotzdem treten Doppelpunkte auf, indem die Zweige sich 
gegenseitig durchsetzen... Ist o ein ganzzahliges Vielfaches von 
r, so liegen in Übereinstimmung mit unserm obigen Kriterium 
für o=2nar 2ı, für o—=(2n-+1)r 2(2n +1) Zweige vor. 

Den Winkel, welchen die Geodätische in derjenigen 
Richtung, in welcher der Abstand ihrer Punkte von der 
Kegelspitze zunimmt, in irgendeinem Punkte mit der durch 
diesen gehenden Erzeugenden, und zwar mit dem vom 


Scheitel abgewandten Teile derselben einschließt, bezeichnen 
wir als Azimut der geodätischen Linie in diesem Punkte 
(s,. Czuber a.a. OÖ... Wenn man den Kegelmantel längs der 
Erzeugenden v=v, zusammenfaltet, so erkennt man leicht, 
daß in den aufeinander folgenden Doppelpunkten das Azimut 
gleich >, (n=1,2,...) ist. — In jedem Punkte der Geo- 
dätischen ist bekanntlich das Produkt aus dem Sinus des 
Azimuts und dem Abstand des Punktes von der Kegelspitze 
gleich dem Abstande des Scheitels der Geodätischen von der 


Kegelspitze. 


[@) 


8 3. 
Anzahl der Geodätischen zwischen zwei Punkten des 
Kegels. 


Wir wollen jetzt die Anzahl der Geodätischen bestimmen, 
welche zwischen zwei Punkten des Kegels möglich sind. Die 
Gleichung der Geodätischen war: 


’ 


en 6 
NT eos(e—v) 
Soll die Geodätische durch zwei, zunächst auf demselben 
Kegelteil gelegene Punkte gehen, die durch U,V, und U,V, 
bestimmt sind, wobei die Bezeichnungsweise so gewählt sein 
mag, daß O0<V, — V,<o/2 ist, so kommt: 


' 


C & 
U cos (c—V,) D: cos (e —V,)’ 
folglich: | 
DW: eosle—V,)=U, : cos(c—V,), 
oder: 


sin c(U, sin V,— U, sin V,) — cos c (U, cosV,— U, cos V,)=0, 
das heißt: 

{ U, c0sV,— U, cos’V, 

sın CE m 
vu’ u: U,’ u7 2U,U, cos (V, TEA V,) 

U, sinV, — U, sinV, 
DS ’ 
AN Aw U,’ er 2U,U, cos (V, 232 Vo) 


’ 


U, sin (V, — v) — U, sin (V,—V) 
VO? U? —2U,U, cos (,—V,) 
Bo U,U, sin (V, = V,) Bi: 
U, sin (V, NW —- U, sn(V,—Vv) 
Die Bogenlänge dieser durch die beiden Wertepaare U,, 
Vo; U, V, bestimmten Geodätischen ergibt sich folgender- 
maßen. Da 


cos (E — V)= 


ce -sin(c—v) 


du = — ——— dv 
cos? (ce —V) 
ist, so wird 
er 
ds? = —  ——dy”, 
cos* (Ce — V) 


also bei positivem € und V,>V, 
E 
ds= cos®(c—y) dv, 
V, 
1: dv 
a a euere 2 
cos" (==) 
—= ce. [tg(e— Vo) —tg(e— VW] 
—=U, : sin(e— V,) —T, sin (e — V)). 
Bildet man sin (ce — V,) und sin (c— V,) und setzt dies hier 
ein, so folgt: 
Hs =eyUr trU: au loan 
Dies Resultat gilt auch dann, wenn V,—=\, ist, die betrach- 
teten Punkte also auf derselben Erzeugenden liegen, denn 
dann wird cos (\, — V,)=1. | 
Wir können jetzt V, gleich Null nehmen; aber V, kann 
verschieden bestimmt werden. Das kleinste mögliche positive 
V, ist nach der obigen Festsetzung gleich oder kleiner als 
2 es möge mit V bezeichnet werden. Dann ist das allge- 
meinste V, gleich V+ mo, wo m eine positive oder negative 
ganze Zahl ist. Setzen wir diese verschiedenen Werte für 
V, in (4) ein, so liefert diese Formel doch stets ein end- 


= a te 


liches s, während (3) im allgemeinen unendlich viele Geo- 
dätische zwischen zwei Punkten liefert. Dieser scheinbare 
Widerspruch löst sich folgendermaßen: 

Das Integral 


V 


1 


f dv: 
s—=c- | — 
e! cos’(e —V) 


- 
V 


kann nur dann gleich 
U, sin (e — V,)— U, sin (e — V,) 


gesetzt werden, wenn es auf dem Integrationswege nicht un- 
endlich wird. Derjenige Winkel v, für welchen cos (e — v)=o 
oder 

Fe NA 

—_ T,c0osV,—U,cosV, 

wird, darf also auf dem Wege von V, bis V, nicht erreicht 


werden.. Setzt man hier V,=0, V,=V-mo und nimmt 
den reziproken Wert, so kommt: 


tg v 


U, 
U, -sin(V+mo) 

Nun sei m zunächst positiv. Solange dann V+-mo<z, 
ist das zu subtrahierende Glied positiv. v kann höchstens 
gleich V-+ mo werden, also kann cote v, da der Kotangens 
im Intervalle o bis z von + auf — © fällt, solange 
V-+-mo<z ist, den Wert der rechten Seite nicht erreichen. 
Dies ist aber wohl der Fall tür V-“mo=z, so daß m 


core v = cotg (V +mo) — 


höchstens gleich = werden darf. 


Ist zweitens m negativ, so ist das zu subtrahierende Glied 
negativ, solange V+-mo<—.r ist. Im Intervall o bis — 
wächst der Kotangens von — & auf + ©, und auch in diesem 
Intervalle kann also vorstehende Gleichung nicht erfüllt werden. 
Ist zz. B V+o<n, aber V+20<n, so gibt dies zwei 
Geodätische mit endlicher Bogenlänge; hinzukommen, falls 
V—20>—n aber V—30<—n ist, zwei weitere Geo- 


dätische. Allgemein besteht also der Satz: 
Schauff. 2 


Bedeutet 2] die größte in n enthaltene ganze Zahl, so 


ist auf einem Kegel mit der Indikatrix von der Länge o die 
Anzahl der Geodätischen mit endlicher Bogenlänge zwischen 
den durch (U,, 0) und (U,, V,) bestimmten Punkten gleich 


se] ep 


Geometrisch leuchtet diese Tatsache ein, wenn man den Kegel- 
mantel auf eine Ebene abrollt, wobei der durch U,V, bestimmte 
Punkt periodisch wiederkehrt. 


Ist re 


eine ganze Zahl, z. B. gleich m-+-1, so 


ist V-+mo der größte Wert von V,, für welchen noch eine 
Geodätische zwischen den beiden Punkten existiert, und zwar 
fällt diese Geodätische zusammen mit Teilen der durch diese 
Punkte gehenden Erzeugenden und hat in der Kegelspitze 
einen singulären Punkt. In diesem und nur in diesem Falle 
kann also die Verbindungsgerade zweier Punkte mit der Kegel- 
spitze als Geodätische zwischen diesen beiden Punkten auf- 


gefaßt werden. Dann ist also n-"—t. Setzt man dies 


in (4) ein, wo für V, der Wert V-+-mo geschrieben wurde, 
so ergibt sich als zugehörige Bogenlänge der Wert U,tU.. 


Dasselbe eilt, falls Zee 


der Substitution in (4) zu beachten, daß m alsdann negativ ist. 
Auch die Bogenlängen der übrigen Geodätischen findet 
man nach Formel (4). Wir wählen als Beispiel einen Kegel 
mit der Indikatrix o=85° und bestimmen die Bogenlängen 
der Geodätischen zwischen den Punkten mit den Koordinaten 
(U; V) = (2; 0) und (U; V,) = (8; 29,3 + mo). Nach 
unserem obigen Kriterium erhalten wir vier Geodätische, und 
zwar haben diese folgende Bogenlängen: 

Für V, =—=V 20 folot s=4,72, 

es » 082 23 

„ i—=N » Ss 50 

„ Se —V in 0 en Ss = 4,24. 


eine ganze Zahl ist; nur ist bei 


ur ee 


Bestimmen wir V, durch V—+2o, so ist Formel (4) nicht 
mehr anwendbar. Die betreffende Geodätische hat die Gleichung: 


U,U, sin (V +20) 
U, sin((+20—v)+ U, sinv 
ui 1,9830 
0,9915 cos v— 4,8314 sinv. 


I N 


Wir gehen aus von dem Punkte mit den Koordinaten 
(U,; V.)= (2; 0). Den Verlauf der Geodätischen veranschaulicht 
dann die vorstehende Tabelle, in welcher die zusammenge- 
hörigen Werte von u und v untereinander geschrieben sind 
(L.E. = Längeneinheit). 
ER 5101,56 11,572 | 11,58,‘ 
ul 2 L.E. 1 3,51 | 14,56 990,2 1980 | —4950 |—-1237,6 

12 Al 70 100 101,58 110 
— 54,85 Se — 0,84 — 0,47 eh: —0,4019| — 0,408 

150 180 190 1917561 °191,58 192 1305 

| —2 Sn — 1980 | +4950 | 54,85 3 

Die Geodätische geht also durch das Unendliche hindurch 
auf den negativen Teil des Kegels über; auf diesem erreicht 
u kurz vor v = 101,58 sein Minimum mit u= — 0,4019; 
bei v — 191,58 geht die Geodätische wieder auf den positiven 
Kegelteil über, um bei v = 199,3 den Wert u = 3 zu er- 
reichen. Das Minimum von u kann aus der Formel 
En nn ur 

yU,+ U?—2U,U, cos(V + mo) 
gefunden werden oder durch Differentiation der Gleichung der 
Geodätischen nach v. 

Die Anzahl der Doppelpunkte auf dem negativen Kegel- 
teil ist (s. S.8) gleich 2, und zwar liegen sie vor auf den 


C 


Erzeugenden v=\, Br d.h. hier v = 144,08 und v= 


186,58 und haben von der Kegelspitze die Entfernung u = 


— 0,55 und u=— 4,6. Ein weiterer Doppelpunkt auf dem 
2%* 


N Ey 


positiven Kegelteil rührt daher, daß sich die Teile zweier ver- 
schiedener Zweige durchsetzen. 

In ähnlicher Weise verlaufen die durch V- 30 und 
V— 30 bestimmten Geodätischen, sowie alle übrigen. Wird 
V-+mo größer als 3, 5r, ...., so existieren auf dem 
negativen Kegelteil 2,3, .... vollständige Zweige. 

Formel (3) lehrt nun, daß auch die Anzahl dieser durch 
das Unendliche verlaufenden Geodätischen nicht immer eine 
unbegrenzte zu sein braucht. Wird nämlich in 


U,U, sin (V+ mo) 
2 sin((+-mo—v)+U, sinv 


mo gleich 2nrx, so stellt vorstehende Gleichung offenbar 
wieder die durch V bestimmte Geodätische dar; oder genauer: 
letztere fällt mit einem Teil der durch V+ 2nrx bestimmten 
Geodätischen zusammen, so daß diese in dem Punkte mit den 
Koordinaten U,V, einen Doppelpunkt besitzt. Wird diese 
(reodätische nicht als neue gerechnet, so ist also, wenn 2nrz 
das kleinste Vielfache von 2x ist, in dem o enthalten ist, 
die Anzahl der „rechtsgewundenen“ Geodätischen gleich 
2nrT 
ge 

Die Bezeichnungsweise „rechtsgewunden“ bedarf hierbei 
einer Erklärung, da sie nicht derjenigen bei den Schrauben- 
linien entsprechen kann. Ist V, > V,, so heiße eine Geodätische 
rechtsgewunden, wenn sie, von A = (U,V,) ausgehend mit. 
wachsendem v den Punkt B = (U,V,) erreicht. | 

Die erste der linksgewundenen Geodätischen ist dann 
bestimmt durch V—o. Mit ihr ist die durch V=-mo 


bestimmte identisch, sobald m, = — + 1 wird; dabei ist 


ee 


ein negatives m mit —ım, Veran Die Anzahl der links- 
sewundenen Geodätischen ist also ebenso groß, wie die der 


anderen, so daß die Anzahl aller Geodätischen gleich = 


ist, wo. n die oben angegebene Bedeutung hat. — Bei rationalem. 


o existieren mithin unendlich viele Geodätische, unter ihnen 
jedoch nur eine begrenzte Anzahl mit endlicher Bogenlänge. 
| Liegt der eine der beiden Punkte, zwischen denen 
Geodätische zu konstruieren sind, auf dem positiven, der 
andere auf dem negativen Kegelteil, so lehrt eine ähnliche 
Überlegung, wie die, welche wir oben im Anschluß an die Formel 
U, 
U, sin (V-H mo) 
anstellten, daß jetzt- gar keine Geodätische mit endlicher 
Bogenlänge vorhanden ist. Die Geodätische z. B. zwischen 
den Punkten mit den Koordinaten (U,; V,) = (2; 0) und 
(U,;V,)=(--3; 29,3 + mo) hat, wenn wir V, durch V = 29,3 
bestimmen, die Erzeugende v—=17,65 als Asymptote, tritt 
dann auf den negativen Kegelteil über, und würde auf diesem, 
wenn wir sie weit genug fortsetzten, für die Koordinaten 
(— 0,6062; 107,65) ein Minimum für u besitzen. 

Doch wir kehren noch einmal zurück zu dem Fall, dab 
die beiden Punkte, zwischen denen Geodätische zu kon- 
struieren sind, auf demselben Teil des Kegels liegen. — Die 
(reodätischen zwischen zwei Punkten eines Kreiszylinders 
können bekanntlich durch einen zwischen den beiden Punkten 
gespannten Faden mechanisch dargestellt werden. Die 
unendlich vielen rechtsgewundenen Schraubenlinien werden 
dabei erzeugt, indem der Faden 0,1,2, .... mal um den 
| Zylinder herumgeführt wird, wobei die Ganghöhe der Schrauben- 
linien kleiner und kleiner wird. Gilt für den Kegel nicht 
etwas Analoges? Die analytische Behandlung hat gelehrt, daß 
dies nicht der Fall sein kann; das Experiment zeigt folgendes. 

In irgendeinem Punkte A auf dem Mantel eines möglichst 
glatt polierten Kegels bringen wir einen Stift an und befestigen 
in ihm einen möglichst unausdehnsamen Faden derart, daß er 
sich um den Fußpunkt des Stiftes auf der Mantelfläche leicht 
bewegen läßt. Diesen Faden führen wir auf dem nächsten 
Wege zu einem zweiten Punkte B des Kegels; ziehen wir 
den Faden dann straff an, so wird durch ihn eine Geodätische 
repräsentiert. 


cotg v —= cotg (V + mo) — 


= 6 — 


Um die Vorstellung zu fixieren, benutzen wir das oben 
angeführte Beispiel, geben also irgendeinem Punkte A eines 
elliptischen Kegels mit der Indikatrix o—= 85" die Koordi- 
naten 2; 0, wodurch die Längeneinheit festgelegt ist und 
suchen den Punkt B mit den Koordinaten 3; 29,3. Der 
kürzeste zwischen diesen beiden Punkten zu spannende Faden 
ist 1,6 L. E. lang. Führen wir den Faden von A ausgehend, 
in derselben Richtung wie vorhin, zunächst einmal ganz um 
den Kegel herum, ehe wir ihn zu B führen und ziehen ihn 
dann straff an, so finden wir als Länge etwa 4,25 L.E. Der 
Scheitel dieser Geodätischen hat von der Kegelspitze den 
Abstand 1,3 L. E., liegt also der Spitze schon näher, als 
jeder der beiden vorgelegten Punkte. Dies ist ein bemerkens- 
werter Unterschied der Kegelgeodätischen gegen die Geodä- 
tischen des Zylinders; denn je öfter wir nın den Faden um 
den Kegel herumführen, desto näher rückt der Scheitel der 
Kegelspitze, bis der gespannte Faden schließlich über die 
Spitze hinausgleitet. Bei unserem Kegel tritt dies schon für 
die dritte Geodätische ein, so daß sich diese nicht mehr in 
der angedeuteten Weise mechanisch repräsentieren läßt. Die 
analytische Behandlung lehrte uns ja auch, daß die durch 
V--20o bestimmte Geodätische durch das Unendliche hindurch 
verläuft. — Für diejenigen Geodätischen, welche von A aus- 
sehend den Punkt B mit abnehmendem v erreichen, gilt 
natürlich dasselbe. Je kleiner o ist, desto mehr Geodätische 
mit endlicher Bogenlänge existieren, bis beim Zylinder 
unendlich viele im Endlichen verlaufende Geodätische zwischen 
zwei vorgelegten Punkten auftreten. 


8 4. 


Analytische Behandlung der Krümmungsverhältnisse 
der Geodätischen. 


Wir gehen jetzt über zur analytischen Behandlung der 
Krümmungsverhältnisse der geodätischen Linie und suchen 


SE 


zunächst einen Ausdruck für o und r, die Radien der ersten 
und zweiten Krümmung. Für die Normalkrümmung einer 
Flächenkurve besteht die Formel: 


1  ZEdu® + 2Fdudv-- Gdv°® 
°" cosw Ldw + 9Mdudv + Nav?' 
Hier bedeutet w den Winkel zwischen Flächen- und Haupt- 
normale; er ist für die Geodätischen gleich o oder m. Wir 
berechnen die Werte für L, M,N, die Fundamentalgrößen 
2. Ordnung. 


IXFOX 
da de 
NEO 
a 
VRFEN 
Ne 


wo die Summationen über x, y, zund X, Y, Z, die Richtungs- 
kosinus der Flächennormale zu erstrecken sind. Es ist 


L,; 0Z 0Z >) 


L en Fame  mperabn me rl Aline | mem | mei 


DeNöu2öY ou OV 
FirrDz=-+ yEG—F° ergibt sich der Wert u. 


Die Werte für Y und Z ergeben sich durch zyklische 
Vertauschung von x, y, z. Aus den Gleichungen des Kegels 


En 0X. ÖX NER 

folgen die Werte für a und es ergibt sich: 
Y 008 Y 0cos 
a ra aloe 


Wa Aue a ae a Te 


Die Richtung der Flächennormale ist also, wie es geo- 
metrisch einleuchtet, von u unabhängig, so daß die Ableitungen 
X 


Zahn verschwinden. 
9X d2cosy 0°cosPß 
ne cos ar Tre 


DET ee Eu En Te ru Fe a ee al Ne 


Es folgt also: 


e=18, NM = 10, 
SR 0C08Y - 0°cosa 
Ne=N (cos 2: BR 
208 0cosß O’cosy 0cosy u, 
— Suooa (Ay ae dr am 


dies zu summieren über a, ß, y. Führt man die gefundenen 
Werte in die Gleichung für o ein, so folet: 


dur un 
Nova 
0 Zn c 
5)o= os3(e-v)Scosa, DOSE Ö2cosy 0Cosy —_. 
Ba 0% Ov? 
du 
denn es war — :u = — tg (c—v). 


dv 

Die hier als Summenformel geschriebene Determinante 
läßt sich noch geometrischer gestalten, wenn man beachtet, 
daß cosa, cos, cosy die Koordinaten x,y,z, der sphärischen 
Indikatrix sind, deren Bogenlänge mit v bezeichnet wurde. 
Es sind also ut 
OV 

der Indikatrix, so daß, wenn oe, den Radius der ersten 
Krümmung, cosa,, cosb,, €C0oSsc, die Richtungskosinus der 
Tangente und cos &,, C087,, C0S, die Richtungskosinus der 
Hauptnormalen der Indikatrix bedeuten, nach den Frenet- 


‚++ die Richtungskosinus der Tangente 


02 . 
Serretschen Formeln = = gleich = gesetzt werden 
0 


darf. Führt man diese Werte ein, so folgt: 


C'&% 


Sr cos?(c — v) Sx,(cosb,C0S&, — COSC,C08N,) 


Die hier in Klammern stehende Differenz ist gleich dem 
ersten Richtungskosinus der Binormalen der Indikatrix. Es 
ergibt sich also: 


2 C:% 
0 _ cos? (c—Y).cosy’ 


RUN 


wenn w den Winkel bedeutet, den die Binormale in dem be- 
treffenden Punkte der Indikatrix mit der durch den Punkt 
gehenden Erzeugenden bildet. 

Für die zweite Krümmung geodätischer Linien ergibt sich 
der Wert (Bianchi S. 165): 


BETEN FETNdU? TEN GL) ddY e (FN — GM)dv 


r D . (Edu? + 2 Fdudv + Gdv?) 
Für den Kegel kommt: 
u- (du’—+- u?dv?) 


ae ee ER 


Ndudv 


’ 


C 
R 2 ‚_[Peosß O°’cosy 0Cosy ce 
sin (c-V)cos? (c v)Scosa( ae a 


Durch obige Substitution ergibt sich: 


(6) u vr % Lan 
sin (E — V)cos? (ce — V) cos y 


Durch Division der Werte für oe und r folgt: 


en 
nr bß.le V). 


Andrerseits ergab sich schon oben: 
ds = ———— dv 
cos’(c—v) 
also 
| s=— ce. tg(ce—V), 
wenn wir für v=c s=0 setzen, die Bogenlänge also vom 
Scheitel der Geodätischen aus rechnen, dem die Koordinaten 
c',ce zukommen. 
Mithin ist: 


Satz: Das Verhältnis des Radius der ersten Krümmung 
zu dem der zweiten ist für die geodätischen Linien eines 
Kegels eine lineare Funktion der Bogenlänge und zwar gleich 


ET 


dem vom Scheitel der Geodätischen aus ererechneten Bogen 
dividiert durch den Abstand dieses Punktes von der Kegel- 
spitze. In diesem muß jenes Verhältnis also verschwinden; 
die zweite Krümmung wird hier in der Tat, wie Formel (6°) 
zeigt, gleich Null. 

Wir haben vorstehenden Satz an dieser Stelle hergeleitet, 
weil er sich nach Aufstellung der Formeln für o und r ohne 
weiteres ergab. Als erster Entdecker des Satzes, wie auch 
seiner Umkehrung, hat wohl Enneper zu gelten; siehe hier- 
über die historischen Bemerkungen am Schlusse dieses Para- 
graphen. 

Wir wollen die für die Krümmungsradien gefundenen 
Werte für den Rotationskegel spezialisieren, wählen für diesen 
jedoch die z-Axe als Rotationsaxe. Bedeutet dann 2% die 
Kegelöffnung und ® den Winkel, den eine veränderliche 
Meridianebene mit der x-z-Ebene bildet, so ergeben sich, wenn 
man noch die vom Anfangspunkte aus gerechnete Meridian- 
länge u als Parameter einführt, die Kegelgleichungen in der 
Form: 

X 1.81 00058, 
(1) y=uU.snorsinG, 
zZ aus 
In den allgemeinen Kegelgleichungen 
X = 42 0080, 
waren a, ß, y Funktionen von v, wo v die Bogenlänge der 
Indikatrix bedeutete. Es ist daher 
22:90 —28no:7:V, 
Be 
sin @ 
so daß für den Rotationskegel folgt: 


- V 
60984. — 51 9 608 77, 
sın © 


co8SA-=snp-sn — 
pP en 
COS P— 608.9: 


An 


Bildet man die erste und zweite Ableitung dieser Größen, 
so erkennt man, daß sich die in den Gleichungen für o undr 
(5° und 6°) auftretende Summe 8 für den Rotationskegel auf 
cotg @ reduziert; man erhält die einfachen Werte: 
’ RR 
5 —  cos?(e—v)' 
(6) ee SE Bar aa 
sin (Ce — v) cos? (C — V) 

Auf kürzerem Wege gelangt man hierzu, wenn man be- 
achtet, daß für den Rotationskegel der in 15 ) und (6) auf- 
tretende Winkel w gleich o ist. 

Da wir die Werte für die Richtungskosinus von Tangente, 
Haupt- und Binormale einer Geodätschen nachher gebrauchen, 
wollen wir sie hier zusammenstellen. Es mögen sein: 

cosa,b,c die Richtungskosinus der Tangente, 
BOSEANRE n # „ Hauptnormalen, 
RE RI % “ „  Binormalen. 


Schon oben ergab sich: 


dcosy dcospß 
— 3 en 
COIE = C0S[ iR COS Y a 
(7) C08 7 — COS na a le 
ey dv 
dcospß dcosa 
cOSE = C08 — (COS 
° Zi P dv 
dx en 
In cs - +. setzen wir die aus 
Ne Ber 2. COS a 
eos (c—v) a 
E 
22 = ————.(08 
BEN RE () ß; 
Zu a — + 608 
08 (C—vV) 2 


und gs zu berechnenden Werte ein und erhalten: 


fire 
dv’ dv 


Cosa — — Cosa - sin (e—vV) + cos(c — V) .- 
(8) cosb = — cos - sin (c—v) + cos(c —YV) eP, 
C0OSC —= — C08Y - sin (c— vV) + cos(c—.V) rn 


Die Werte für die Richtungskosinus der Binormalen 
berechnen wir aus der Identität: 


cosa cosb cosc 

COS EMCOSN COS L 

cosA COoSu CoSs»v 
indem wir aus (7) und (8) die Werte einführen. Beachtet 
man dann die Relationen: 

cos’a+cos?# + cos’y=1, 
dcosa 
day 


dcosa\° 
(0) = 
dv 2 


so folgen als Richtungskosinus der Binormalen: 


Ä dcosa 
c0SA = 008 a 608 (EC — V) + sin(c—V) a 


22c0sa 


(9) | cos u — cos ß cos(e —vV) + sin (C— v) 


COS 9» —= C08Y 608 (C--V) + sin (C— v) En 


Die Richtigkeit der Rechnung läßt sich leicht durch Anwen- 
dung der Frenetschen Formeln, die wir auch hätten benutzen 
können, kontrollieren. 

Für den Rotationskegel hatten wir cosa, cos, cosy als 
Funktionen von v angegeben, so daß wir für diesen unsere 
gefundenen Richtungskosinus leicht spezialisieren können. 
Doch wir bleiben bei dem allgemeinen Kegel und schreiben 
die Gleichung der Schmiegungsebene der Greodätischen, 
2 (t—x) cosi— 0, in der Form 

Ir. cosA— ZIx.cosi—0. 


Hier bedeutet die zweite Summe den Abstand der Schmiegungs- 
ebene vom Koordinatenanfangspunkt (Kegelspitze). Setzt man 
für cos4A,-.. ihre Werte aus (9) und für x,.y, z die Werte 
aus (2°) ein, so folgt: 

Dr OS A—E. 

Satz: Die Schmiegungsebene einer Kegelgeodätischen 
hat konstanten Abstand von der Spitze, und zwar ist dieser 
gleich dem kürzesten Abstand der Geodätischen vom Kegel- 
mittelpunkt. Auch zu diesem Satze folgen unten einige 
historische Bemerkungen. 

Bildet man auf dieselbe Weise den Abstand der rektifi- 
zierenden Fläche vom Kegelmittelpunkte, so folgt natürlich 
der Wert Null. Als Abstand der Normalebene jedoch ergibt sich 

Zx.cosa—= — c'- tg (c—V). 
Dieser Wert ist aber nach S. 19 gleich der vom Scheitel aus 
serechneten Bogenlänge, so daß der Satz gewonnen ist: Der 
kürzeste Abstand der Normalebene in irgendeinem Punkte 
einer Kegelgreodätischen vom Kegelmittelpunkt ist gleich der 
zugehörigen, vom Scheitel aus gerechneten Bogenlänge. 

Ferner seien jetzt x, y, z die laufenden Koordinaten 
einer Filarevolvente der Geodätischen, cos a, cos b, cos c die 
Richtungskosinus ihrer Tangente; dann ist offenbar 


2 (t—x) cosa = 0 
die Gleichung ihrer Normalebene. Nun ist aber (ScheffersI 


8. 2958): 7 
x=x+cosa(kk— 3), 


FE N Sb a I Er Ta ec ae ST ne; 


er ey vu LA 4 t Yo ner 


wo k eine Konstante bedeutet und e=+1. Unter Einführung 
dieser Werte folgt als Gleichung der Normalebene: 
— e2 (tr —x)cosdE+e(k — Ss) Zcosacosd=0. 
Hier fällt die zweite Summe fort. 
Z(C—x)c0osE=—=0 
ist aber gleichzeitig die Gleichung der Tangentialebene der 
(eodätischen, also besteht der Satz: Die Normalebenen der 


ee 


Filarevolventen der Kegelgeodätischen fallen zusammen mit 
den Tangentialebenen in den entsprechenden Punkten des 
Kegels. 

Weitere Sätze über Filarevolventen werden sich unten 
rein geometrisch ergeben. 

Von Interesse ist endlich der Ort der Mittelpunkte der 
Schmiegungskugeln (die Polkurve) der Geodätischen, sowie 
der Ort der Krümmungsmittelpunkte, deren Gleichungen wir 
für den Rotationskegel aufstellen wollen. Es seien x,y,Z, die 
Koordinaten der Polkurve; dann ist (Bianchi S. 24): 


d 
I coB Er 0084, 
| do 
V=yTe con Cr cos, 
do 
2=zrg 0080 —rn cos». 
Wir fanden schon: 
ee 
2 Teos®(e— m 
woraus sich, da 
S 
tg (ce - = — = 
war, ergibt: 
do=e sin (C — V) 
dayr TE (e— v) 


Außerdem sind die Formeln (1’), (6°), (7), (9) zu benutzen, und 
man erhält als Gleichungen der Polkurve: 


A mn cos gr [3- ae 
— t£2?(e— N —3 — a | 

ne en sin psin „|: a 
| 


a ae 


C 
008 (c— cos? (ce — v) 


Zo 
Für den Ort der Krümmungsmittelpunkte der Geodätischen, 


.=xX-+0:-008], 


Be ee 5 ae ee 


3 EN sin®(ce —V) V 
ei ; ; 
} 7 cos®( — Y) sin 
— ec -sin Ba un © 
un P eos®’c—v)  sino 
’ to 3 
2 = ———— 608 sin. 
I  eos(e—YV) ee x 


Die gefundenen Werte lassen sich leicht verifizieren. Das 
Quadrat des Radius der Schmiegungskugel hat den Wert 


2 


=) 
LE, ra HE = 
a lrchl (2 


Da nun R, o und die Gerade |, welche die Mittelpunkte von 
Krümmungskreis und Schmiegungskugel verbindet, in einem 
rechtwinkligen Dreieck liegen, so läßt 1? sich leicht berechnen. 
Bildet man es andrerseits aus der Formel 
’=2%+%), 

so kommt man zu demselben Resultate. 

Für R? folgt: 

takt ( 9-18’ Y ) 
” es v) Eee 

Bevor wir weiter gehen, mögen einige historische Be- 
merkungen zu den obigen Sätzen gestattet sein. Lancret 
hat wohl zuerst gezeigt, daß bei den allgemeinen Schrauben- 
linien (isogonalen Trajektorien der Erzeugenden einer Zylinder- 


fläche) 5 konstant ist („M&moire sur les courbes A double cour- 


bure“, presente en 1802, M&moires des Savants etrangers de 
/Institut, T.I, 1805). De Saint-Venant bewies dann die 


BIN IE 


wichtige Umkehrung dieses Satzes (M&m. sur les lignes courbes 
non planes, pres. a l’Academie en 1844, Journ. de l’&cole polyt. 
30, 1845). Meistens wird die Umkehrung Bertrand zuge- 
schrieben, der sie aber erst einige Jahre später (Journal de 
Math. T. XIII, 1848 p. 423) bewies (s. auch Serret, Journ. 
de Math. T. XVI, 1851, p. 197.) In derselben Arbeit gab 
Bertrand auch einen geometrischen Beweis dafür, daß die- 
jenige Kurve, für welche die erste und zweite Krümmung 
einzeln konstant sind, die gewöhnliche Schraubenlinie (Geo- 
dätische des Kreiszylinders) ist, nachdem dieser Satz schon 
einige Jahre vorher von Puiseux (Journ. de Math. T. VII, 
1842) analytisch bewiesen war. 

Wir erwähnten schon, daß als erster Entdecker des obigen 
Satzes, daß bei den Geodätischen eines Kegels — und zwar 


nur bei diesen — = eine ganze lineare Funktion der Bogen- 


länge ist, wohl Enneper zu gelten hat (Göttinger gelehrte 
Nachrichten vom Jahre 1866, S. 134 ff.). Behalten wir unsere 
bisherige Bezeichnungsweise bei, so ist der Ennepersche 
Beweis kurz der folgende. Nach den Frenetschen Formeln ist . 
desi o dcosa | 
des Sea 

Dies ergibt für = — ms-n: 


deosA Si ) — 
ae (ms—+n)cosa mM:CoSa 


.,d((ms--n)cosa— mx) 
— = ; 


Folglich: 
csi=(ms+n)ceosa—m(x —.x)), 
(a) cosu=ms—n) csb—m(y— yo), 
cs»—=(ms-+n)cosce—m(z — 2,), 
WO X, Yo, Zu Integrationskonstanten. Multipliziert man diese 
Gleichungen der Reihe nach mit cos&, cosn, cosd, und 
addiert sie, so folgt: 


(X — x) c08E + (yo —J) cos + (zu — 2) cosd —0. 


Da nun Z(t — x) cos&=0 die Gleichung der rektifizierenden 
Ebene der Kurve im Punkte (x, y, z) ist, sagt die vorige 
Gleichung aus, daß alle rektifizierenden Ebenen der Kurve 
einen Kegel mit der Spitze (x), Yo, Z,) umhüllen. Da aber 
jede Kurve eine geodätische Linie der von ihren rektifizierenden 
Ebenen umhüllten Abwickelbaren ist, so ist die betrachtete 
Kurve eine Geodätische eines Kegels. 

Multipliziert man die Gleichungen (a) mit cos4, cos u, 
cos» und addiert sie zueinander, so folgt: 


bh) 2 — X) 00 —0. 


Hieraus ergibt sich durch sukzessive Differentiation: 


2 (2) = 
ds\r) 


4 


so daß die ursprüngliche Annahme ee: —+n eine Folge 


der vorletzten Gleichung ist. 

Eine geometrische Bedeutung dieser Tatsache gibt 
Enneper nicht an. Da aber doch F(r=x) cosA—=0 die 
Gleichung der Schmiegungsebene ist, so besagt Gleichung (b), 
daß der Abstand des Punktes (x,y,2,) von jeder Schmiegungs- 


ebene der Kurve den konstanten Wert — besitzt. Aus dieser 


Gleichung (b) ergibt sich nun durch zweimalige Difterentiation 
unter Anwendung der Frenetschen Formeln: 


ZR er)co8 0, 


cosa cos4 
2 ( ; r = 
(c) Z(xX,—X) aa il, 
2 (2)— 
ARE HE r FL 


Die Geodätischen eines Kegels sind also durch die Eigen- 
schaft gekennzeichnet, daß ein fester Punkt (die Kegelspitze) 
von den Schmiegungsebenen dieser Kurven Konstanten Ab- 


stand besitzt. 
Schauft. 3 


Dee 


Setzt man in (ce) = —=ms-+-.n und rechnet die Bogenlänge 


. ® .. n D 
von demjenigen Punkte aus, für welchen s= Br ist, SO 


sagt die Gleichung (c) aus, daß der Abstand der Kegelspitze 
‘(X,J02,) von der Normalebene der Kurve gleich der Bogen- 
länge s ist. Auch durch diese Eigenschaft sind also, da aus 
(c) wieder = — ms-+.n folgt, die Geodätischen eines Kegels 
vollständig charakterisiert. 

Enneper gibt dann ohne Herleitung die Ausdrücke für 
die Koordinaten der Gratlinie einer zu einer gegebenen Ab- 
wickelbaren parallelen Fläche Sie ergeben sich folgender- 
maßen. Sind x, y, z die Koordinaten einer Raumkurve, so 
sind die Koordinaten irgendeines Punktes einer Parallel- 
fläche zur Tangentenfläche jener Raumkurve offenbar 


X=X-+U:co0sa-r: cosA, 


y=y-+u:cosb+?r-cosu, 
Z=2Z7-U:C0Sc-+r- cos», 


wo r den konstanten Abstand der Flächen bedeutet. Die 
Gleichung der Tangentialebene einer Fläche im Punkte 
IX yo Z Isle 
Z(E— X) cosiA—0 

oder 

Z(E—X) cosA— r—NI. 
Jede Tangentialebene ist eine Schmiegungsebene der Grat- 
linie. Bezeichnet man die Koordinaten eines Punktes der 
letzteren mit X,, J,, Z, So hat man, da dieser Punkt in 3 
unendlich nahen Schmiegungsebenen liegt, 


2 —- XYWsA—ı—(, 
2X, —X)cosE—=0, 
2X, — x) (cosa — a COSA) —.: 
‚Zur Befriedigung der beiden letzten Gleichungen setzen wir: 
X, —X=mMm,c0sa-+m, cosÄ. 


a 
Dann folgt aus der dritten Gleichung: 

m, + B m,—0, 
das heißt: 


nl us R 1 0, 


Dies gibt mit Hilfe der ersten Gleichung: 


somit ist 
XL =xHtr(cosi — cos a). 


Hieraus folgt durch Differentiation nach s: 


1 1 
Hierdurch gehen aber, wenn statt = geschrieben wird m, x,, 


y,, Zı vermöge des Formelsystems (a) über in x,, Yo Z; 
daher der Ennepersche Satz: Die Gratiinie einer einem Kegel 
parallelen Fläche ist eine geodätische Linie auf einem zweiten 
Kegel, der mit dem ersten denselben Mittelpunkt hat. 
Nach diesem Satz sagt Enneper wörtlich: Man 
findet leicht, daß die berührenden Ebenen zu einer Kugel- 
fläche längs einer beliebigen Kurve derselben eine developpable 
Fläche einhüllen, deren Wendekurve eine kürzeste Linie 
einer Kegelfläche ist, deren Spitze im Mittelpunkt der Kugel- 
fläche liegt. — Das ist aber nichts anderes, wie der Satz, 
daß eine Kurve, deren Schmiegungsebenen von einem festen 
Punkt konstanten Abstand besitzen, eine Geodätische auf 


‚einem Kegel ist, dessen Spitze im Kugelmittelpunkte liegt. 
3* 
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Den Beweis hat Enneper eigentlich schon durch An- 
gabe der Tatsache gegeben, daß aus Gleichung (b) die andere 
—ms+tn sich ergibt. Enneper muß also als erster 
Entdecker (1866) beider Sätze gelten: 1. daß, wenn für eine 
Raumkurve das Verhältnis der Radien der ersten und zweiten 
Krümmung eine ganze lineare Funktion der Bogenlänge ist, 
und 2. daß, wenn die Schmiegungsebenen einer Raumkurve 
von einem festen Punkte konstanten Abstand besitzen — 
dann die Kurve eine Geodätische eines Kegels ist. 

Den ersten dieser Sätze hat Pirondini im Giornale 
di Matem. Bd. 23 S. 289 (1885) ohne Beweis ausgesprochen, im 
Journal für die reine und angew. Math. Bd. 109 S. 240 (1892) 
mit einem Beweise. Im Giorn. Bd. 26 S. 104 (1888) hat 
Pirondini dann auch den zweiten Satz ausgesprochen und 
bewiesen. Der Artikel von P. Zühlke (Sitzungsberichte der 
Berliner Mathem. Gesellschaft S. 19 im Archiv der Math. u. 
Phys. 3. Reihe, 7. Band 1904) ist nur eine Komplizierung des 
Enneperschen Beweises. 

Der oben erwähnte Satz von Enneper berührt einen 
Gegenstand, ohne ihn zu erledigen. In einem gütigst zur 
Verfügung gestellten Manuskripte wirft Herr R. v. Lilienthal 
die Fragen auf, ob nicht etwa, wenn man mehrere Parallel- 
flächen eines Kegels betrachtet, einige ihrer Gratlinien in 
Punkte ausarten, ferner ob diese Gratlinien auf verschiedenen 
oder ob sie alle auf ein und demselben Kegel liegen, und 
endlich, wie diese — oder dieser — Kegel aus dem spe 
gegebenen Kegel erhalten werden. 

Um diese Fragen zu entscheiden, berechnen wir direkt 
die Gratlinien der Parallelflächen eines Kegels. Der Kegel 
sei gegeben durch die Gleichungen: 

x 1420080, 
Yy=U:c08Sß, 


7 U+C087, 


2 
a =—=1sei. Dann ist auch 


wo ( 
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er _ dcos ?) 
| > (co ee de a 
Die Koordinaten Ken: zum Abstande 7 gehörenden Parallel- 
fläche unseres Kegels sind: 
Ma deosy zen 
x—ucosatr(cosp 7 COS y Fk 
2 dcosa d.cos n 
y — u.c0sß+r(cosı Fear 69 Ga) 
Rn dcosp see] 
Z — u.008 7 + r(cosaT08P cos ß EEE 


Da in entsprechenden Punkten die Tangentialebenen 


paralleler Flächen parallel sind, so ist 
’ nn dcospß 
>(s-x)( LE 
x — X) cosPp nv ) 


oder 
Er (cos 7 — en 
die Gleichung der Tangentialebene der Parallelfläche 
Die Koordinaten eines Punktes der Gratlinie dieser Parallel- 
fläche seien x,, J,, zZ. Dann hat man, da der Punkt (x,, Yı, Z,) 
in drei unendlich benachbarten Tangentialebenen liegt: 


dcosy - An 

(a) xx, -(cosß E° C ie ul 
d’cosy d? cos ß 

eis, (cos P In? dv? S i 


sowie eine weitere durch Differentiation dieser Gleichung 
nach s sich ergebende Gleichung. Um die letzte Gleichung 


zu vereinfachen, beachten wir, dab 
d?’cosa 
——|, 


2C0sa- 
dv? 
dcosa d’ cosa 
| 


dv dv? 
le cosa _Cosy 
’ ’ 


z( — 
Tepe dv dv? 0, 

wenn in dem zu S ee Punkte der Indikatrix der 
Winkel zwischen der Erzeugenden und der Binormalen der 


er _ 


Pe 


Indikatrix mit vw, der Radius der ersten Krümmung mit % 
bezeichnet wird (s. $. 18). Wir haben somit: 


d? cosa COS y "(co we dcos P) 
ne ae a Lu ee 
A cosa—+ 5 08 f Co 
und weiter: 
d? cos y ÜrC0oSs pe cos cosy dcosa 
ee Tee 
An Stelle der zweiten Gleichung für x,, y,, z, Kommt daher: 
dcosa _ 


und die dritte Gleichung wird: 

d? cosa 
1 dv? 
oder infolge der ersten Gleichung und des Ausdrucks für 
d? cos a 


dv? S 
& (ee Pen: Fe 
0 
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Aus den Gleichungen (a), (b), (c’) folgt: 
er COS y deosy en, 
2, —r(cosa = —+ cos ß = 008 y —n )> 
oder auch aus (a), (b), (e): 
Ka d? cos y dcosy cd 
x =1t. |  — - 


dyasadyz dv. ,dy 
dcosy d’cosa dcosa d?cosy 
A va BE es ) 
ya en d’cosß dcosp d? 2). 
2 dv day dv dv? 


Wenn x,, Yı, Z, Konstant sind, wenn sich also die Parallel- 
fläche zu einem Kegel zusammenzieht, so sei: 
%, —T'9, Y177T:'%, Z,=1'9, 
WO A,, &, a, Konstanten bedeuten. Dann folgt: 
dcosß d’cosy dceosy d’cosß 


| dyanııdya dv. dv 
und zwei analoge Gleichungen. Somit: 


dcosa 


dcos Sl 
A,’ dv ir Bs ta A, 


oder 
8, 6088,-- 2,008 4 a, C08Yy == 3,, 

d. h.: Die Erzeugenden des Kegels bilden mit einer festen 
Richtung einen konstanten Winkel; der Kegel ist also ein 
Kreiskegel. Bei einem solchen sind die Parallelflächen dem 
Kegel selbst kongruent und entstehen durch Parallelverschie- 
bung des Kegels längs seiner Axe. 

Sehen wir von den Kreiskegeln ab, so erhalten wir, 
wenn cosl, cosm, cosn die Richtungskosinus der Binormalen 
der Indikatrix bezeichnen, 


T 
X wos, 
I 


T 
y=-— cosm, 
9) 


7, = cosn 
1! 0%, ’ 
und hieraus ergibt sich bei Herrn v. Lilienthal der Satz: 

Die Gratlinien sämtlicher Parallellächen eines Kegels 
liegen auf einem Kegel, der erhalten wird, wenn man von 
der Spitze des gegebenen Kegels aus Parallele zu den Bi- 
normalen seiner Indikatrix zieht. 

Man erkennt leicht, daß die Gratlinien aller einer Ab- 
wickelbaren parallelen Fläche Geodätische auf der rektifi- 
zierenden Fläche der Raumkurve sind, deren Tangentenfläche 
die Abwickelbare ist. Nimmt man daher eine Geodätische 
eines Kegels und betrachtet ihre Tangentenfläche, so sind 
die Gratlinien der Parallelflächen derselben wieder Geodätische 
des gegebenen Kegels. In den obigen Formeln: 


Bu el 2 (cos 2 = cos 2), 
sind die Koeffizienten von 7 proportional den Richtungskosinus 
der rektifizierenden Geraden der Geodätischen, d. h. aber 
proportional den Richtungskosinus der Erzeugenden des Kegels. 
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In dem Punkte kürzesten Abstandes der Geodätischen von 


der Kegelspitze ist nun = 0. Bildet man aber x, Eu 


+ z,°, so sieht man, daß das Minimum von yx’+y,’+z° 


ebenfalls zu — 0 gehört, d. h.: diejenigen Geodätischen eines 


Kegels, die auf ein- und derselben Erzeugenden ihren kürzesten 
Abstand von der Kegelspitze haben (oder die ein- und die- 
selbe Erzeugende senkrecht schneiden), lassen sich auffassen 
als die Gratlinien der Parallelflächen, welche zur Tangenten- 
fläche einer beliebigen von ihnen gehören. | 


Der Vollständigkeit wegen mögen noch die beiden folgen- 
den (in d. Math. Enz. III D5 Nr.3 von R. v. Lilienthal 
zitierten) Sätze hier Platz finden: 


Wenn die Erzeugenden einer abwickelbaren Fläche eine 
feste Kugel unter konstantem Winkel treffen, so ist ihre 
Gratlinie eine geodätische Linie des Kegels, der vom Kugel- 
mittelpunkte aus durch diese Gratlinie gelegt ist. 


Besitzt eine abwickelbare Fläche eine sphärische Krüm- 
mungslinie, so ist ihre Gratlinie eine geodätische Linie des 
Kegels, der vom Mittelpunkt der Trägerkugel aus durch die 
Gratlinie gelegt ist. 


8 5. 
Konfokale geodätische Ellipsen und Hyperbeln. 


Wir gehen jetzt über zur Betrachtung der konfokalen 
geodätischen Ellipsen und Hyperbeln auf einem Kegel. Ein 
Spezialfall derselben sind die Kurven, welche von einem 
Punkte der Fläche konstante geodätische Entfernung haben. 
Wir wollen diese mit W. Quidde (Über Gaußsche Kreise 
auf Rotationsflächen, Inaug.-Diss. Kiel 1905) als Gaußsche 
Kreise bezeichnen zum Unterschied von den geodätischen 
Kreisen, den Kurven konstanter geodätischer Krümmung. Für 
den Kegel decken sich allerdings beide Begriffe. 


Die Gaußschen Kreise sind die orthogonalen Trajektorien 
der von einem Punkte ausgehenden Geodätischen. Sind nun 
U,V, die Koordinaten eines beliebigen Punktes des Kegels, 
so besteht für alle von diesem Punkte ausgehenden Geo- 
dätischen, wie man durch Abwicklung des Kegelmantels auf 
eine Ebene leicht sieht, die Relation: 


==, cos le V}): 
Die Gleichung dieser Schar von Geodätischen ist also: 
BRelr Cosi 


cos (C—V) 
oder: 
DI CosIVy  - U.C0SW 
- : = Tg. 
usinv—U,sinV, 


Der hier auf der linken Seite stehende Ausdruck mag zur 
Abkürzung gleich 9 (u v) gesetzt werden. 

Als Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien 
der Kurven @ = const ergibt sich (Scheffers II S. 432), wenn 
man beachtet, daß für die Kegelfläche 


ezedh I Mn, 
ist, 
Op 2 —_ 
Se du—u ges De Elh 
In unserm Falle folgt: 
U, cos (V,— V) 


= in lssintyve vd. 


Setzt man cos (V,— v)=t und benutzt u als integrierenden. 
Faktor, so ist 


oder 
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die Gleichung der Gaußschen Kreise. Die Konstante ist so 
gewählt, daß R den Radius der Kreise bedeutet. Die Formel 
ergibt sich natürlich auch direkt durch Abwicklung des Kegels 
auf eine Ebene, wobei die Gaußschen Kreise in ebene Kreise 


übergehen. Berechnet man, etwa nach der Bonnetschen 
Formel, die geodätische Krümmung dieser Kurven, so folgt 


der Wert = 


Setzt man in der Gleichung der vom Punkte (U, V,) aus- 

gehenden Geodätischen v=c, so erhält man in | 

u= U, 608 (e — V,) 
den kürzesten Abstand dieser Geodätischen von der Kegel- 
spitze. Läßt man in dieser Gleichung c veränderlich und 
bezeichnet es demgemäß mit v, so ist 

u= U, 008 (V, — V) 
die Gleichung für den geometrischen Ort der Scheitel der 
vom Punkte (U,V,) ausgehenden Geodätischen. Die Form 
der Gleichung zeigt, daß, wie es geometrisch einleuchtet, 
dieser geometrische Ort gleichzeitig der um den Punkt mit 


dien Koordinaten U V, mit dem Radius U beschriebene 


3 2 
Gaußsche Kreis ist. Als geodätische Krümmung dieser Kurve 
en 
0 
Wir gehen jetzt über zu dem allgemeineren Fall der 


konfokalen Ellipsen. Ihre Brennpunkte mögen den Werte- 
paaren U,, V, und U,, V, von u, v entsprechen. Sind R, und 
R, die Brennstrahlen eines beliebigen Ellipsenpunktes, so folgt 
aus der Gleichung der Gaußschen Kreise: 

R=-YuU Tu Smash 


R, =yU’+u?— 2ul[, cos (V, — V). 
a sei die große Halbaxe, c die lineare Exzentrizität der Ellipse, 
so daß also R, + R, = 2aist. Setzen wir vorstehende Werte 
ein und quadrieren zweimal, so folgt als Ellipsengleichung: 


(U —- U,2)+2u[U, cos(V, -v)—U,cos(V,—v)]} —8a?- 
(U, + D,°) — 2u[U, eos, v4 U.cos(v, 
—16a?- (u? — a? 
Hierin sind dann auch die confokalen Hyperbeln enthalten, und 
zwar hat man Ellipsen oder Hyperbeln, je nachdem a—c, oder 


RT 


ge U’+U’—2 “ U, cos (V, — V,) 

Nun ist aber zu beachten, daß zu den Punkten mit den 
Koordinaten U, V, und U, V, als Brennpunkten mehrere 
Systeme von konfokalen Kegelschnitten gehören, denn V, kann 
wieder auf verschiedene Weisen, nämlich wie oben durch 
U- mo bestimmt werden. Diejenige Geodätische, welche 
die durch die Koordinaten (U, V,), (U,, V-+ m o) bestimmten 
Punkte verbindet, ist das zwischen den beiden Brennpunkten 
gelegene Stück 2 c der großen Axe des Kegelschnitts. Der 
Mittelpunkt dieser Verbindungslinie, dessen Koordinaten sich 
nach Abwickelung des Kegelmantels auf eine Ebene leicht 
würden finden lassen, ist zugleich des Kegelschnittes Mittel- 
punkt, und auch dieser ist natürlich vieldeutig. 

Sollen nun geschlossene Ellipsen vorliegen, so muß jeden- 
falls 2c eine bestimmte endliche Länge haben, was — wie 
wir oben sahen — der Fall ist, solange V+-meo<nr bezw. 
V—m o>— rist. Für zwei bestimmte Punkte des Kegels 


als Brennpunkte bestehen also (s. S. 12) ee] de 


je a Systeme von konfokalen Kegelschnitten. 
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Mit einiger Genauigkeit lassen sich die Ellipsen auf einem 
materiellen glatt polierten Kegel, falls seine Indikatrix eine 
in sich selbst zurücklaufende, singularitätenfreie, nach außen 
stets konvexe Kurve ist, durch eine Konstruktion finden, welche 
der Fadenkonstruktion der ebenen Ellipsen entspricht. Wir 
bezeichnen den Punkt mit den Koordinaten U, V, mit A, den 
mit den Koordinaten U,, V+- mo mit Bu. Mit derjenigen 
Geodätischen, welche die Punkte A und B, miteinander ver- 
bindet, sei dann diejenige gemeint, welche von A ausgehend 
den Punkt B erreicht, indem v vom Werte O0 auf den Wert 
V wächst; ihre Länge werde mit 2c, bezeichnet. Ent- 
. sprechend sei z. B. die die Punkte A und B_, verbindende 
Geodätische diejenige, welche von A ausgehend den Punkt 
B erreicht, indem v von O0 auf V— 20 abnimmt. Die Länge 
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dieser Geodätischen mag — falls ihr noch eine bestimmte 
Länge zukommt — mit 2c_, bezeichnet werden. Indem man 
nun um zwei in A und Bm angebrachte Nadeln einen in sich 
selbst zurücklaufenden Faden von der Länge 2cm + 2am 
legt und diesen durch einen Schreibstift spannt, lassen die 
Ellipsen sich konstruieren. Nach unserer obigen Ausdrucks- 
weise muß hierbei, falls eine Ellipse mit den Brennpunkten 
A und B, konstruiert werden soll, der Doppelfaden von A 
ausgehend in der Richtung der wachsenden v einmal ganz 
um den Kegelmantel herumgeführt werden, ehe er um den 
zweiten Stift herumgeleet wird. am bedeutet wie oben die 
große Halbaxe der Ellipse. Diese Halbaxe darf nun aber 
nicht beliebig groß werden, wenn für sie noch geschlossene 
Ellipsen existieren sollen. Diejenige Ellipse nämlich, deren 
sroße Axe gleich U, + U, wird, geht — ganz gleichgültig, 
zu welchem der verschiedenen Punkte B„ U, als Koordinate 
gehört — durch die Kegelspitze und hat hier einen Eckpunkt 
bezw. (s. u.) eine Spitze. Die für geschlossene Ellipsen zu- 
lässigen Werte der großen Axe liegen also für die einzelnen 
Brennpunkte zwischen 2cm und U, + U.. 

Für die Konstruktion der Hyperbeln gilt etwas Analoges; 
statt des in der Ebene zur mechanischen Konstruktion ver- 
wandten Lineals würde etwa ein biegsamer Metallstreifen zu 
verwenden sein. 

Man könnte noch etwa die Frage aufwerfen, ob die zu 
zwei verschiedenen Systemen gehörigen Ellipsen und Hyper- 
beln sich gegenseitig orthogonal durchsetzen. Es ist dies, 
wie wir leicht sehen werden, nicht der Fall. Wickelt man 
nämlich den Kegelmantel auf eine Ebene ab, so kehrt der 
Punkt B periodisch wieder. Irgendein Punkt C des Kegels 
liege auf einer zu dem System mit den Brennpunkten A, B 
gehörigen Hyperbel und werde gleichzeitig aufgefaßt als 
Punkt einer zum System mit den Brennpunkten A, B, ge- 
gehörigen Ellipse. Dann ist die Halbierungslinie des Winkels 
ACB Tangente der Hyperbel; auf dieser Tangente wird aber 
die Halbierungslinie des Nebenwinkels von Winkel ACB, 
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die Tangente der Ellipse, nicht senkrecht stehen, was doch 
der Fall sein müßte, wenn die Kurven sich im Punkte © 
orthogonal durchsetzen sollten. 

Wir betrachten jetzt ein System jener konfokalen Ellipsen, 
und zwar mögen die Brennpunkte zunächst gleichen Abstand 
von der Kegelspitze haben (U,=U,j,). Wählt man dann die 
durch den Mittelpunkt der Ellipsen gehende Erzeugende als 
erste Erzeugende (v = 0), so wird V, = — V,; der Mittelpunkt 
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hat die Koordinaten U,-cosV,,0 und als Ellipsengleichung 
folgt: 
u?- (U, sin’vsin’V,— a’) — u:-2a?U, -cosv-cosV,—=a?U,’— a“. 
Werden nun die Ellipsen größer und größer, so wird 
schließlich der Fall eintreten, daß auf der Erzeugenden 
+; ein Teil einer Ellipse einen anderen Teil derselben 
Ellipse berührt. Wir bezeichnen einen derartigen Punkt als 
Selbstberührungspunkt und wollen untersuchen, wann derartige 
Punkte vorliegen. Hierzu betrachten wir etwa das erste 
System der konfokalen Ellipsen, deren Brennpunkte wie oben 
wieder mit A=(U,V,) und B,=(U,V) bezeichnet werden 
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mögen. Sollen dann Selbstberührungspunkte auftreten, so 
muß jedenfalls die Länge o der Indikatrix kleiner als z sein. 
Wir schneiden den Kegelmantel auf längs der Verbin- 
dungslinie seiner Spitze OÖ mit dem Selbstberührungspunkte P. 
Gesucht ist dann die Länge 2a der großen Axe und der Ab- 
stand OP des Berührungspunktes von der Spitze. Diese habe 
vom Ellipsenmittelpunkte M den Abstand d. Die Ellipsen- 

gleichung in umstehendem Koordinatensystem ist: 

x°(a? — c?) + yra?— ala? — CC) —0. 

OP hat die Gleichung | 


y—x:otg- + d. 


Führt man dies in die vorige Gleichung ein, so folgt eine 
in x quadratische Gleichung, welche in unserem Falle nur 
eine Wurzel haben darf. Die Diskriminante verschwindet, 
wie eine einfache Rechnung zeigt, wenn 


I sin yo? d— U, sin Z 


ist. Die zugehörigen Koordinaten von P lassen sich leicht 
finden und hieraus ergibt sich: 
®—d 0. 19.008.052 
OP —= — IT DS rer 

Veranschaulicht man sich die Tatsache, daß a von V, 
unabhängig ist, geometrisch, so ergibt sich der Satz: 

Alle Ellipsen mit parallel gerichteten und gleich langen 
großen Axen haben, falls die Brennpunkte auf demselben 
. Kreise liegen, die beiden vom Mittelpunkte dieses Kreises an 
die Ellipsen gezogenen Tangenten gemeinschaftlich. 

Wächst a, so treten zwei Doppelpunkte auf; ein neuer 
Selbstberührungspunkt tritt hinzu, sobald a—= U,sino wird. 
U,coso 


Sein Abstand von der Spitze ist OP, = Der dritte 
CoOSV, 
er cosZ 
Selbstberührungspunkt hat den Abstand OP, — Tr von 
cos 


der Spitze und gehört zu der Halbaxe a— U,sin 2 U. 8:1. 
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- Die Anzahl der Selbstberührungspunkte ist nun natürlich 
nicht unbegrenzt. Sobald nämlich a> U, wird, treten keine 
geschlossene Ellipsen mehr auf. Wieviel Selbstberührungs- 
punkte bis zu dem Grenzfall a—= U, vorhanden sind, richtet 
sich nach der Länge der Indikatrix; es treten nämlich 1,2,.... 

st I IT 
ist. Wenn dann a=U, wird, so geht die Ellipse durch die 
Kegelspitze und hat hier einen Eckpunkt; liegt jedoch einer 


Selbstberührungspunkte auf, je nachdem z>0> 


= ++ Vor, so ist für die Ellipse 


mit der Halbaxe a=U, die Singularität im Kegelmittelpunkt 
kein Eckpunkt, sondern eine gewöhnliche Spitze. 

Für das zweite System von konfokalen Ellipsen gilt 
etwas ähnliches. Allgemein liegen bei dem System, für 
welches den Brennpunkten die Koordinaten (U,, V,), (U, 
V--mo) zukommen, x Selbstberührungspunkte vor, falls x 
eine Zahl von der Beschaffenheit ist, dab 


der Fälle o—=n, 5 Rz 
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Für negative m gilt ein ähnliches Kriterium. — Auch für die 
Abstände der Selbstberührungspunkte von der Spitze, wie für 
die Werte der zugehörigen Halbaxen würde sich leicht eine 
alleemeine Formel aufstellen lassen. 

Der allgemeine Fall, daß die Brennpunkte eine beliebige 
Lage auf dem Kegel haben, erledigt sich folgendermaßen. 
Wir wickeln den Kegel wieder ab auf eine Ebene und 
beziehen die Ellipse auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem. 
Alsdann mögen P = (x, y,) und Q = (x, y,) diejenigen Punkte 
sein, in denen die Ellipse auf dem Kegel sich berührt. Die 
Tangenten in (x, yo) und (x, y,) müssen dann bei Aufwickelung 
auf den Kegel zusammenfallen, was der Fall ist, wenn die 
Winkel, welche sie mit OP und OQ@ bilden — O bedeutet 
den Kegelmittelpunkt — einander gleich sind. Wir stellen 
also die Bedingungsgleichung hierfür auf. Eine zweite 
Gleichung folgt daraus, daß der von OP und OQ gebildete 


ro 


Winkel gleich dem Sektorwinkel oder der Indikatrix o ist. 
Drittens muß OP = OQ sein, und eine vierte und fünfte 
Gleichung zwischen den 5 Unbekannten x, yo X, Y, und der 
gesuchten großen Halbtaxe a der Ellipse resultiert daraus, 
daß (x, y,) und (x, y,) auf der Ellipse liegen müssen. Die 
in den Gleichungen noch auftretenden Koordinaten von OÖ, 
sowie die lineare Exzentrizität c lassen sich durch U,, Vo, 
U,, V, ausdrücken, so daß a sich berechnen läßt. Ist außerdem 
x, und y, gefunden, so läßt sich auch für den Abstand des 
Selbstberührungspunktes von der Spitze eine Formel aufstellen; 
Ausrechnung und Resultat sind jedoch so umständlich und 
wenig: übersichtlich, daß wir darauf verzichten können, sie 
hier wiederzugeben. 


8 6. 
Geometrische Herleitung einiger Sätze. 


Zum Schlusse mögen noch einige Sätze rein geometrisch 
hergeleitet werden. Sehr fruchtbar erweist sich hierbei die 
Einführung der rektifizierenden Fläche, die für unsere 
Geodätischen der Kegeelmantel ist. Ihre Striktionslinie zieht 
sich als geometrischer Ort der Fußpunkte des kürzesten 
Abstandes benachbarter Erzeugenden auf den Kegelmittel- 
punkt zusammen, auf welchen sich auch die Rückkehrkante 
(ar&te de rebroussement) reduziert, wie ja überhaupt bei den 
abwickelbaren Flächen Striktionslinie und Rückkehrkante 
identisch sind. Wir können also auf unsere Geodätische den 
Satz anwenden (Schell, Allgemeine Theorie der Kurven 
doppelter Krümmung, 2. Aufl, Leipzig 1898, $. 82): Ist die 
rektifizierende Fläche einer Kurve eine Kegelfläche, so be- 
rühren die Tangenten der Kurve eine mit der Kegelfläche 
konzentrische Kugel. — Durch eine beliebige dieser Tangenten 
legen wir die Tangentialebene an den Kegel. Da diese durch 
die Kegelspitze geht, schneidet sie aus jener um die Kegel- 
spitze als Mittelpunkt beschriebenen Kugel einen größten 
Kugelkreis aus, welchen die Tangente der Geodätischen 
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berührt. Die durch die Tangente gelegte Schmiegungsebene 
unserer Geodätischen steht senkrecht auf der Tangentialebene, 
also auch auf der Ebene jenes größten Kugelkreises und 
veht durch einen Punkt desselben. Folglich berührt die 
Schmiegungsebene jene mit der Kegelfläche konzentrische 
Kugel. Nach dem obigen Satze berühren aber alle Tangenten 
einer Kegeelgeodätischen dieselbe Kugel. Wir erhalten also 
den schon oben ausgesprochenen Satz, nach welchem die 
Schmiegungsebene einer geodätischen Linie eines Kegels 
konstanten Abstand von der Spitze hat. 

Wie die rektifizierende Fläche der Geodätischen der 
Mantel des Kegels ist, so sind ihre rektifizierenden Geraden 
die Erzeugenden desselben. Da nun die rektifizierende Gerade 
irgendeiner Kurve mit der Tangente derselben einen Winkel 
bildet, dessen Tangens gleich r:o ist (Schell, S. 35, 74), wo 
o den Radius der ersten, r den der zweiten Krümmung be- 
zeichnet, so ist für die Kegelgeodätischen 

eu 
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woider von Tangente und zugehöriger Erzeugenden gebildete 
Winkel ist. Vorstehende Formel gilt übrigens für jede ab- 
wickelbare Fläche (Serret, P., Theorie nouvelle g&omötrique 
et me&canique des lignes A double courbure, Paris 1860, S. 139). 
— Andrerseits folgt, wenn wir den Kegelmantel auf eine 
Ebene abrollen (Figur S. 5), und die Bogenlänge s der Geo- 
dätischen von ihrem Scheitel aus rechnen: 
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worin der schon S. 19 ausgesprochene Satz zum Ausdruck 
kommt. (Von den Vorzeichen der Krümmungen ist im Vor- 
stehenden abgesehen). 

Ferner lassen sich noch folgende Sätze ohne weiteres 


für den Kegel spezialisieren. Der Satz: „Die Normalebenen 
Schauff. 4 
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der Filarevolventen einer Raumkurve sind die rektifizierenden 
Ebenen derselben“ (Scheffers I S. 297) geht über in den 
Satz: Die Normalebenen der Filarevolventen der Geodätischen 
eines Kegels sind die Tangentialebenen desselben (s. S. 23£.). 

Da ferner die von den rektifizierenden Ebenen einer 
Kurve eingehüllte Fläche gleichzeitig die Fläche der Krümmungs- 
axen oder Polarfläche der Filarevolventen der Kurve ist 
(Schell, S. 43), so ergibt sich der Satz: Die Krümmungsaxe 
zum Punkte M einer Evolvente einer Kegelgeodätischen ist 
— ganz gleichgültig, wo auf der Tangente M liegt — die 
Erzeugende des Kegels, welche durch den Berührungspunkt 
der Tangente geht. Die Schar aller Evolventen der Geo- 
dätischen hat den Kegelmantel als gemeinschaftliche Fläche 
der Krümmungsaxen, und die Schmiegungsebene steht senk- 
recht auf der Erzeugenden. — Die dritte Ebene des be- 
gleitenden Dreikants, die rektifizierende Ebene der Evolvente 
ist nach dem Gesagten parallel der Ebene, welche man durch 
die zugehörige Erzeugende und Flächennormale des Kegels legt. 

Endlich mag noch der folgende Satz hier Platz finden: 
Die Spitze eines Kegels ist der gemeinschaftliche Mittelpunkt 
der Schmiegungskugeln aller zu einer Geodätischen gehörenden 
Filarevolventen. — Es folgt dies aus der Tatsache, daß die 
Gratlinie der rektifizierenden Fläche einer Raumkurve die 
Polkurve aller ihrer Filarevolventen ist (Schell S. 66), oder 
auch daraus, daß die Polkurve (hier: der Evolventen) mit der 
Gratlinie der Fläche der Krümmungsaxen zusammenfällt 
(v. Mangoldt, Math. Enz. TI D 1,2 Nr. 30). 


Nach Vollendung der vorliegenden Arbeit ist es mir eine 
angenehme Pflicht, Herrn Professor v. Lilienthal auch an 
dieser Stelle für das liebenswürdige Interesse, welches er 
am Fortgang der Arbeit nahm, meinen herzlichsten Dank 
auszusprechen. 


Spezialdruckerei für Dissertationen, Robert Noske, Borna-Leipzig. 
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